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1. Introduccio´n
Por medio de este proyecto se pretende presentar en forma dida´ctica la teor´ıa de los
so´lidos en revolucio´n, teniendo en cuenta los diferentes me´todos que permiten hallar los
volu´menes de los so´lidos ya mencionados, debido a que la gran mayor´ıa de los estudiantes
presentan serios problemas a la hora de identificar y utilizar planteamientos matema´ticos
para resolver el volumen de los so´lidos.
Es por ellos que se aspira a que los estudiantes por medio de esta aplicacio´n puedan no
solo aprender una forma memor´ıstica del como resolver la problema´tica, sino mas bien
el hecho del que se realice un aprendizaje significativo que pueda servirle para ampliar
su comprensio´n y la posterior aplicabilidad de la matema´tica como tal para llegar al fin
especificado.
2. Presentacio´n
Teniendo en cuenta las falencias de los estudiantes, que fueron mencionadas anterior-
mente, en este proyecto se realizara´ un programa creado en Visual Basic, que apoyada
con la teor´ıa dada por los docentes en el aula de clase permitira´ a los alumnos el poder
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captar con mayor facilidad los conceptos de So´lidos en Revolucio´n, basa´ndose en las teor´ıas
geome´tricas de volumen y en los me´todos de integracio´n como tal.
Hay muchas cosas que se pueden calcular con integrales: el a´rea entre curvas, el volumen
y el a´rea de la superficie de so´lidos, la longitud de las curvas, la cantidad de trabajo que se
requiere para bombear l´ıquidos del subsuelo, las fuerzas contra las contrapuertas de una
presa, las coordenadas del punto donde un so´lido esta´ en equilibrio etc, en esta aplicacio´n
se tratara´ de encontrar el volumen de un so´lido que a su vez encarna la problematica
del a´rea de regiones acotadas por las curvas y que se pueden realizar por medio de los
me´todos de discos y de capas, teniendo en cuenta alrededor de que eje se quiere rotar, a
continuacio´n se explicara cada uno de los me´todos:
2.1. Me´todo de Rebanadas
Primeramente antes de entrar a detallar lo concerniente a este me´todo debemos presentar
la definicio´n de volumen como un a´rea transversal conocida e integrable A(x), desde x = a
hasta x = b, es la integral de A desde a hasta b:Z b
a
A(x)dx
Co´mo hallar volu´menes por el me´todo de las rebanadas
1. Traza el so´lido y una seccio´n transversal t´ıpica
2. Halla la fo´rmula para A(x)
3. Halla los l´ımites de integracio´n
4. Integra A(x) para hallar el volumen
Ejemplo 2.1.
Una pira´mide de 3m de altura tiene una base cuadrada de 3m por lado. La seccio´n
transversal de la pira´mide, perpendicular a la altura, ⇥ m hacia abajo desde el ve´rtice
es un cuadrado con ⇥ m por lado. Hallar el volumen de la pira´mide:
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Paso 1: (Dibujo)
Dibujamos una pira´mide con su altura sobre el eje x y su ve´rtice en el origen, e incluimos
una seccio´n transversal t´ıpica.
Paso 2: (L´ımites de Integracio´n)
Los cuadrados van de x = 0 hasta x = 3
Paso 3: (Volumen)
V =
Z b
a
A(x)dx =
Z 3
0
x2dx = 9
El volumen es 9m3.
2.2. Me´todo de Discos
La aplicacio´n ma´s comu´n del me´todo por rebanadas son los so´lidos de revolucio´n. Los
so´lidos de Revolucio´n se pueden generar a partir de regiones planas que giran sobre los
ejes. Los carretes de hilos son so´lidos de revolucio´n; tambie´n lo son las pesas de mano y las
bolas de billar. A veces los so´lidos de revolucio´n tienen volu´menes que podemos calcular
usando fo´rmulas geome´tricas, como en el caso de una bola de billar. Pero cuando queremos
hallar el volumen de un dirigible o predecir el peso de una pieza que va a fabricarse en
un torno, las fo´rmulas geome´tricas no son de mucha utilidad y entonces usamos el ca´lculo
para hallar las respuestas.
Si podemos hacer que la regio´n sea tal que este´ entre la gra´fica de una funcio´n continua
y = R(x), a  x  b, y el eje x, y que el eje de rotacio´n sea el eje x, podemos hallar el
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volumen del so´lido del siguiente modo.
La seccio´n transversal t´ıpica del so´lido que es perpendicular al eje de rotacio´n es un disco
de radio R(x) y a´rea
A(x) = ⇡(radio)2 = ⇡[R(x)]
El volumen del so´lido, la integral de A desde x = a, es la integral de ⇡[R(x)]2 desde a
hasta b.
2.2.1. Volumen de un so´lido de revolucio´n para rotacio´n alrededor del eje x
El volumen del so´lido generado al girar alrededor del eje x y la gra´fica de la funcio´n
continua y = R(x), a  x  b, es
V =
Z b
a
⇡[radio]2dx =
Z b
a
⇡[R(x)]2dx
2.2.2. Volumen de un so´lido de revolucio´n para rotacio´n alrededor del eje y
V =
Z d
c
⇡[radio]2dy =
Z d
c
⇡[R(x)]2dy
Como hallar los volu´menes?
1. Dibuja la regio´n e identifica la funcio´n radio R(x)
2. Eleva al cuadrado R(x) y multiplica por ⇡
3. Integra para hallar el volumen
2.3. Me´todo de Arandelas
Si la regio´n que giramos para formar un so´lido no toca o no cruza el eje de rotacio´n, el
so´lido tendra´ un agujero. Las secciones transversales perpendiculares al eje de rotacio´n
son arandelas en lugar de discos. Las dimensiones de una arandela t´ıpica son:
Radio externo: R(x)
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Radio interno: r(x)
El a´rea de la arandela es
A(x) = ⇡[R(x)]2   ⇡[r(x)]2 = ⇡([R(x)]2   [r(x)]2)
Fo´rmula de la arandela para hallar volu´menes
V =
Z b
a
⇡([R(x)]2   [r(x)]2)
Como hallar volu´menes por el me´todo de arandela
1. Dibuja la regio´n y traza un segmento de recta a trave´s de ella perpendicular al
eje rotacio´n. Cuando la regio´n gira, este segmento generara´ una seccio´n transversal
t´ıpica en forma de arandela de so´lido generado.
2. Halla los l´ımites de integracio´n
3. Halla los radios interno y externo de la arandela barrida por el segmento.
4. Integra para hallar el volumen
2.4. Casquillos Cil´ındricos
Cuando necesitamos hallar el volumen de un so´lido de revolucio´n, a veces los casquillos
cil´ındricos pueden funcionar mejor que las arandelas. En parte, la razo´n es que la fo´rmula
a la que nos llevan no requiere que se eleve al cuadrado.
La formula del casquillo para estimar el volumen del so´lido, podemos aproximar la regio´n
con recta´ngulos con base en una particio´n P del intervalo [a, b] donde se encuentra la
regio´n. EL t´ıpico recta´ngulo de aproximacio´n es xk unidades de ancho por f(ck) unidades
de altura, donde ck es el punto medio de la base del recta´ngulo. Una formula geome´trica
nos dice que el volumen de un casquillo barrido por un recta´ngulo es:
 Vk = 2⇡ · (radio promedio del casquillo) · (altura del casquillo) · (grosor)
que en nuestro caso es
 Vk = 2⇡ · ck · f(ck) · xk
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Aproximamos el volumen del so´lido al sumar los volu´menes de los casquillo barridos por
los n recta´ngulos con base en P :
V ⇡
nX
k=1
 Vk =
nX
k=1
2⇡ckf(ck) xk
El l´ımite de esta suma cuando P tiende a infinito nos da el volumen del so´lido:
V = l´ım
p!0
nX
k=1
2⇡ckf(ck) xk =
Z b
a
2⇡xf(x)dx
2.4.1. Formula del casquillo para rotaciones alrededor del eje y
El volumen del so´lido generado al girar la regio´n comprendida entre el eje x y la grafica
de la funcio´n continua y = f(x)   0, 0  x  b
V =
Z b
a
2⇡ · (radio del castillo) · (altura del casquillo)dx =
Z b
a
2⇡xf(x)dx
2.4.2. Formula del casquillo para rotaciones alrededor del eje x
V =
Z d
c
2⇡ · (radio del castillo) · (altura del casquillo)dy =
Z d
c
2⇡yf(y)dy
Como usar el me´todo del casquillo
1. Dibuja la regio´n y traza un segmento de recta a trave´s de ella paralelo al eje de
rotacio´n. Identifica la altura o la longitud del segmento (altura del casquillo) y el
ancho (grosor del casquillo)
2. Halla los limites de integracio´n
3. Integra el producto 2⇡ · (radio del castillo) · (altura del casquillo) respecto a la
variable apropiada (x o´ y) para hallar el volumen.
En el software que se presentara´ tiene la capacidad de resolver las siguientes aplicaciones:
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Ejemplo 2.2.
Calcular el volumen del so´lido generado al girar, en torno al eje y, la regio´n acotada por
las gra´ficas de
y = x2 + 1, y = 0 x = 1
Graficamos la funcio´n teniendo en cuenta los puntos de corte y = x2+1, x = 0 y x = 1.
Para lo cual reemplazamos x = 0 y x = 1 en la ecuacio´n de la parabola
y = x2 + 1 si x = 0  ! y = 1
x =
p
y   1 x = 1  ! y = 2
Me´todo del disco
V = ⇡
Z 1
0
R2dy + ⇡
Z 1
0
(R2   r2)dy R2 = 1 y r2 =py   1
V = ⇡
Z 1
0
12dy + ⇡
Z 2
1
(12   (py   1)2)dy
= ⇡
Z 1
0
dy + ⇡
Z 2
1
(2  y)dy = ⇡[y]10 + ⇡

2y   y
2
2
 2
1
= ⇡
✓
1 + 4  2  2 + 1
2
◆
=
3
2
⇡
Me´todo de capas
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V =
Z b
a
2⇡xf(x)dx; y = f(x) = x2 + 1
V =
Z 1
0
2⇡x(x2 + 1)dx
= 2⇡
Z 1
0
(x3 + x)dx = 2⇡

x4
4
+
x2
2
 1
0
= 2⇡
✓
1
4
+
1
2
◆
=
3
2
⇡
Ejemplo 2.3.
Halle el volumen del so´lido de revolucio´n generado al girar entorno al eje x la regio´n
acotada por y = x, y = x2.
267
II Encuentro de Matema´ticas Del Caribe Colombiano
9 al 11 de Noviembre de 2005
Barranquilla-Colombia
r = x2 R = x A(x) = ⇡(R2   r2) A(x) = ⇡(x2   x4)
V =
Z 1
0
A(x)dx =
Z 1
0
(x2   x4)dx
= ⇡

x3
3
  x
5
5
 1
0
=
2⇡
15
Si giramos la regio´n del ejemplo alrededor de la recta y = 2
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r = 2  x, R = 2  x2 A(x) = ⇡[(2  x2)2   (2  x)2]
V = ⇡
Z 1
0
[(2  x2)2   (2  x)2]dx
= ⇡
Z 1
0
(x4   5x2 + 4x)dx
= ⇡

x5
5
  5x
3
3
+ 4
x2
2
 1
0
=
8⇡
15
Si giramos la regio´n del ejemplo alrededor del eje y
R =
p
y, r = y2 A(x) = ⇡(R2   r) = ⇡(y   y2)
V =
Z 1
0
A(x)dx =
Z 1
0
⇡(y   y2)dy
= ⇡

y2
2
  y
3
3
 1
0
=
⇡
6
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